Concursul de matematica ,,NICOLAE COCULESCU* 2008
EDITIA a V-a SLATINA — 28 — 29 noiembrie 2008

Clasa a IV-a

1. a) Cate semne ,+“ sunt in egalitatea 3+ 3 + 3+ ... + 3 = 2137
b) Numerele naturale a, b, ¢ sunt consecutive, iar produsul lor este 990. Aflati num&rul b.
¢) Scrieti numerele naturale a, b, ¢ si d in ordine descrescitoare, gtiind c&

a—8=b+7=c—7=d+38.

2. Calculati:
a) 99996 : 3.
b) (1000000 — 4) : 3.

o | 100.0 —4]:3.
100 cifre de 0

3. Cristi si Mircea sunt prieteni. Mircea are o bicicletd. Daca Cristi ii da lui Mircea 2 ciocolate, atunci Mircea
ii imprumutd bicicleta lui Cristi timp de 3 ore. Daca Cristi 1i da lui Mircea 28 de caramele, atunci Mircea ii
imprumuta bicicleta lui Cristi timp de 2 ore. Aflati pentru cat timp va primi Cristi bicicleta lui Mircea in cazul
in care Cristi 1i oferd lui Mircea o ciocolata si 7 caramele.

4. Fie N = 123456789101112... (se "lipesc" numerele naturale in ordine crescitoare incepand de la 1). Care
este cifra de pe pozitia 200087

Clasa a V-a

1. Si se determine numerele naturale abc cu proprietatea
abc = ab + bc + ca.
Florian Dumitrel

2. Suma a 10 numere naturale este 2008. Impéartind fiecare dintre aceste numere la numsrul natural n, obtinem
resturi egale cu 2 sau cu 3. Suma tuturor acestor resturi este egala cu 27.
a) Cate resturi, dintre cele 10, sunt egale cu 27
b) Determinati cel mai mic numér n care satisface conditiile din enunt.
Florica Banu

3. Multimea A = {a,b,c,d, e} are urméitoarele proprietati:
a) Media aritmeticd a elementelor multimii A este egald cu 2008.
b) Daci elimindm cel mai mic element al multimii A, media aritmeticd a elementelor rdmase este 2010.
¢) Daci elimindm cel mai mare element al multimii A, media aritmeticd a elementelor rdmase este 2006.
Determinati numérul de multimi A care au aceste proprietéti.
Mircea Fianu

4. O pereche de numere naturale (m,n) se numeste interesantd dacd atunci cand calculdm suma m + n nu au
loc treceri peste ordin. De exemplu: o pereche interesanti cu suma 76 este (22,54) iar o pereche cu suma 76
care nu este interesantd este (49,27).
S4 se calculeze numérul perechilor interesante cu suma 2793.
Marius Perianu



Clasa a Vl-a

1. a) S& se determine care pot fi ultimele doud cifre ale sumei a 75 de numere naturale consecutive.
b) Patru numere naturale nenule au proprietatea ci media aritmetici a oricéiror trei este divizibild cu al
patrulea. Sa se demonstreze ca numerele sunt egale.
Costel Anghel, Marius Perianu

2. Determinati cel mai mic numaér natural n cu proprietatea ca suma resturilor obtinute prin impartirea la 10,
11, 12, ..., 19 este egala cu 135.
Emil Ciolan

3. Fie a = 2008! +2007!+ ... 4 3!+ 2!, unde pentru n € N* am notat n! = 1-2-...-n si @1a2a3...a, reprezentarea
lui @ in baza 10. Daca

§ =Q1G3 + @304 + asag + ... (ultimul termen fiind format din una sau doui cifre),

sd se arate cd a si s nu sunt patrate perfecte.
Catalin Amza

4. Pe o dreapta d se considerd punctele A1, Ao, Az, ..., Ays, astfel incat
A1Ay = AgAs = A3Ay = ... = Ay Ays = 1.

S& se arate cd oricum am alege 10 puncte din multimea {A4;, As, As, ..., A5}, existd printre acestea 4, notate
M, N, P,Q, astfel incat segmentele [M N] si [PQ)] s& aibid acelasi mijloc.
Maria Pop

Clasa a Vll-a

1. Se considerd patratul ABCD si O punctul de intersectie al diagonalelor sale. Construim patratul OEFG,
congruent cu ABCD, astfel incat B € (AE).
a) S& se arate cd punctele B, C, G sunt coliniare.
b) S& se determine mésurile unghiurilor triunghiului BEO.
Costel Anghel

2. S4 se demonstreze cd multimea N* \ {1} se poate partitiona in mod unic in doud submultimi nevide A, B
cu proprietatea ci pentru orice z,y € N* \ {1}, x < y, astfel incat z | y, sunt indeplinite urmatoarele conditii:
a) dacd x € A atunci y € B;
b) dacd y € B atunci existd d € A astfel incat d | x.
Marius Perianu

3. Aflati numerele z,y € N* astfel incat 2[%¥ 4 3(=¥) g5 fie pitrat perfect, unde [z,9] si (,y) reprezintd cel
mai mic multiplu comun respectiv cel mai mare divizor comun al numerelor z si y.
Alezxandru Ciolan

4. Sa se determine toate valorile numéarului natural nenul k& pentru care existd un dreptunghi care se poate
imparti, ducand paralele la laturile sale, atat in k patrate congruente cat si in k + 88 péatrate congruente.
Marius Perianu



Clasa a Vlll-a

1. a) Si se arate ci (22 + 3y)° — 3 (z + 2y)* = 22 — 3y2, oricare ar fi z,y € R.
b) S& se arate ci existd o infinitate de numere naturale n pentru care v3n? + 7Tn+4 € Q.
Florian Dumitrel

2. Fie A;A5...A,, un poligon regulat cu n > 4 varfuri. Sa se determine numérul maxim de elemente ale unei
multimi M C {41, As, ..., A,} astfel incat oricare patru puncte din M si nu fie varfurile unui dreptunghi (sau
pétrat).

Vasile Pop

3. Fie A gi B doud multimi de numere naturale nenule cu proprietatea cé pentru orice a € A, existd b € B astfel
b2n—1 + b2n a?n + a2n+1

incat pentru orice n € N*, numerele 5T si pan sunt naturale. Sa se demonstreze ci A C B.
P

Marius Perianu

4. Se considerd piramida VABCD, cu ABCD patrulater convex. Se noteaza M, N, P, () mijloacele muchiilor
[AB], [BC], [CD], [DA] si G1, G2, G5, G4 centrele de greutate ale triunghiurilor VAB, VBC, VCD, respectiv
VDA. Sa se demonstreze cd dreptele MGz, NG4, PG1, QG2 sunt concurente.

Costel Anghel

Clasa a IX-a

1. Daca a, b, c sunt numere reale strict pozitive, sa se arate ca:
4a b+c
a) — < ;
a® + be be

S (A I L
3\a24+bc b24ca c24+ab) b2 2 a? '

Costel Anghel

2. Pentru fiecare submultime nevidd A = {a; < az < ... < ax} a multimii {1,2,...,n} definim numéarul

Sa=a1 —azy+ag— ..+ (—1)k_1 ag.-

S4 se calculeze suma tuturor acestor numere.
Maria Pop

3. Fie multimea A = {a1,aq9, ..., an,py1,...}, unde a; = 1 §i any1 = Va, + n?, pentru orice n € N*.
a) Si se arate cd ANQ = {1}.
n

b) S4 se calculeze Z [ai] , unde [z] reprezintd partea intreagd a numdarului real z.
k=1
Florian Dumitrel

4. Fie ABCD un patrulater convex in care A=C.
a) S& se arate cd bisectoarele unghiurilor B gi D sunt paralele.
b) Fie punctele P € (AB), Q € (BC), Re€ (CD) si S € (DA) astfel incat [AP] = [CQ] si [AS] = [CR]. S&
se demonstreze cd mijloacele segmentelor [AC], [PQ)] si [RS] sunt coliniare.
[ * %



Clasa a X-a

1. a) S& se arate cd multimea A = [0, 1] are proprietatea:

(P):VabeA=ay1—b+by/1—a?cA.

b) Si se arate cd dacd o multime A C Q are proprietatea (P), atunci pentru orice element a € A\{0,1}, a =
m C e A o . - . .
—, unde m,n € N*| (m,n) = 1, existd p € N astfel incat m,n,p sa fie laturile unui triunghi dreptunghic.
n

¢) S se arate cd pentru orice m € N*, existd o multime cu proprietatea (P) avand m elemente.
Marius Perianu

2. S& se decida daca existd doud numere naturale m,n si doua functii f,g: R — R astfel incat:
(fog)(x)=a*T! si (gof)(x) =22 pentru orice z € R.

Vasile Pop

logy, ( - 95) = log,y
3. S& se rezolve sistemul ¢ log, (y* —y) = log, 2

2
2
logy, (22 — 2) =log, @

Marius Perianu

4. Sa se determine functiile f : R x R — R care verifica ecuatia:
of (—o,9) +yf (r,-y) = (@—y)*, ¥ (z,y) ERxR.

Vasile Pop

Clasa a Xl-a

1. Fien € N, n > 3. S& se determine numarul permutarilor o € S,, astfel incat o (o (o (1))) = 2.
Dinu Serbanescu

n
2. Fie A = (ai;),«, j<n © matrice cu elemente reale pozitive astfel incat Z a;; = 1, pentru orice i = 1, n.
j=1
a) Si se arate cd pentru orice k € N*, suma elementelor matricei A* este n.
b) Daci A € C verificd relatia det (A — AI,) = 0, atunci [A] < 1.

Vasile Pop

. . . . a
3. Fie sirul (ay),~, definit prin a1 > 1 §i app1 = —
- n
a) S se arate ci (an),~, este strict descrescitor gi lim a, = 0.
- n—oo

pentru n > 1.

b) S& se calculeze lim na,,.

n—oo
Florian Dumitrel
. . . ¢ o an I o -
4. Fie (an),~, un sir de numere reale cu proprietatea ci exista lim = —. Sa se arate ca lim a, = 1.
= n—oo | + a% 2 n— oo

Florian Dumitrel



Clasa a Xll-a

1. Se considerd o multime nevidd A si o multime F' de functii de la A la A, astfel incat (F, o) sa fie grup (unde
o este compunerea functiilor).
a) Demonstrati cd existd o mulfime B C A care indeplinegte conditiile:
1) pentru orice f € F, Im f C B (unde Im f este imaginea functiei f);
2) pentru orice f € F, restrictia fp : B — B a functiei f la multimea B este bijectie;
b) Aritati ci dacd z,y € A si existd fo € F astfel incat fo () = fo (y), atunci f (z) = f (y),V f € F.
Mihai Baluna

2. Fie (G,-) un grup si a,b € G. Se stie cd suma dintre numarul elementelor lui G care comutd cu a gi numéarul
elementelor din G care comuta cu b este un numar prim. Sa se determine numaéarul elementelor care comutd si
cuasicub.

Marian Andronache

t 2
3. Fie functia f : R —» R, f(z) = alriigﬂg si F' primitiva sa care se anuleaza in zo = 0. S& se calculeze
x
lim F(z).
r—00

Florian Dumitrel

4. Fie f : R — R o functie continud si periodicd. Daca F este o primitiva a functiei f, sd se arate cd girul
n
F (k)
n = Z L2
k=1

este convergent dacd si numai daca F' este periodica.

Florian Dumitrel



Solutii
Clasa a IV-a

1. a) 213 :3 =71, deci sunt 71 de cifre egale cu 3 in adunarea data. Intre ele sunt 70 de semne +.
b) 990 =10-99=10-9-11=9-10-11, deci a =9, b =10, ¢ = 11.
c=b+14=c>b
¢) Din relatiile date, obtinem: a=c+1=a>c p=a>c>b>d.
b=d+1=b>d

2. a) 33332
b) 999996 : 3 = 333 332

c) 100..0 —4]:3= 999..96 :3= 333..32

100 cifre de 0 99 cifre de 9 99 cifre de 3
3. 2 ciocolate — 3 ore = 1 ciocolatd = 1 ord §i 30 de mMINUte .....cooouvieviiiiniiiiiiiiicee (2p)
28 caramele — 2 ore = 14 caramele — 1 OT& .......cccoiiiiiiiiiiiiiii (2p)
14 caramele — 1 ord = 7 caramele — 30 MINULE ......ooouiiiiiiiiiiiiiiiiii e (2p)
1 ciocolatd + 7 caramele — 2 OT€ ......c..eeeiiiiiiiiiiiiiiiii e (1p)

4. Pentru a scrie numerele de la 1 la 9 se folosesc 9 x 1 = 9 cifre

Pentru a scrie numerele de la 10 la 99 se folosesc 90 x 2 = 180 cifre

Pentru a scrie numerele de la 100 la 999 se folosesc 900 x 3 = 2700 cifre

Pentru a scrie numerele de la 1000 la 9999 se folosesc 9000 x 4 = 36 000 cifre

Deoarece pentru scrierea tuturor numerelor de cel mult trei cifre se folosesc 9 + 180 + 2700 = 2889 cifre, iar
pentru scrierea tuturor numerelor de cel mult 4 cifre se folosesc 9+ 180 + 2700 4 36 000 = 38 889 cifre, inseamna
ca cifra de pe pozitia 20008 se afld intr-un numéar de patru cifre.

20008 — 2889 = 17119 cifre trebuie s mai scriem folosind numere de 4 cifre pentru a ajunge la cifra de pe
pozitia 20 008.

17119 : 4 = 4279 rest 3, deci cifra de pe pozitia 20008 este a treia cifra a celui de-al 4280— lea numadr de
patru cifre.

Cum acesta este 1000 + 4280 — 1 = 5279, cifra de pe pozitia 20 008 este 7.

Clasa a V-a

1. Din relatia din enunt deducem ci a, b, ¢ sunt cifre nenule si
100a 4 10b + ¢ = 11a + 11b + 11c < 89a = 10c + b = cb.

Presupunand a > 2 = cb > 178, fals. Asadar a = 1 si c¢b = 89, deci abc = 198.

2. a) Dacdl a este numdrul resturilor egale cu 2 gi b este numarul resturilor egale cu 3, rezultd 2a 4+ 3b = 27 si
a+b=10, de unde a = 3 i b = 7. Agadar sunt 3 resturi egale cu 2.

b) Fie x1,xa, ..., x10 cele 10 numere si ¢y, ¢a, ..., ¢1o cAturile obtinute prin impdartirea lor la n. Evident n > 4.
Conform punctului a), avem:

Ti1=n-c1+2, xo=n-ca+2, x3=n-c3+2
si
T4=n-c4+3, rs=n-c5+3, .., Tyg=mn-cio+ 3.

Intrucat x; + 2 + ... + £19 = 2008, folosind relatiile de mai sus rezultd n - (¢; + c2 + ... + ¢10) + 27 = 2008,
de unde n- (¢1 + ¢2 + ... + ¢10) = 1981, deci n este un divizor mai mare al lui 1981, mai mare sau egal cu 4. Cel
mai mic numar cu aceastd proprietate este n = 7.



3. Dacd a < b < c<d < e, atunci

(a+b+c+d+e) : 5=2008= a+b+c+d+ e= 10040,
(b+c+d+e) : 4=2010=0b+c+d+e= 8040,
(a+b+c+d) : 4=2006=a+b+c+d=_8024.

Rezultd a = 2000, e = 2016 si b+ ¢+ d = 6024, cu 2000 < b < ¢ < d < 2016. Cum b < ¢ < d, rezultd 3b < 6024,
deci b < 2008.

e b=12001 = c+d = 4023 si 2001 < ¢ < d < 2016, cu 4 solutii: (2008, 2015), (2009,2014), ..., (2011,2012).

o b=12002 = c+d = 4022 5i 2002 < ¢ < d < 2016, cu 4 solutii: (2007, 2015), (2008,2014), ..., (2010,2012) .

b= 2004 = c+d = 4020 si 2004 < ¢ < d < 2016, cu 5 solutii: (2005,2015), (2006, 2014) ,

: ( ) ( )5 ( )

: ( ), ( )5 ( )
o b=2003 = c+d = 4021 5 2003 < ¢ < d < 2016, cu 5 solutii: (2006,2015) , (2007,2014) , ..., (2010,2011) .
( ), ( ), ..., (2009,2011)..
( ) ( )5 ( )

b= 2005 = c+d = 4019 si 2005 < ¢ < d < 2016, cu 4 solutii: (2006,2013), (2007,2018), ..., (2009, 2010) .
e b=2006= c+d=4018 si 2006 < ¢ < d < 2016, cu 2 solutii: (2007,2011), (2008, 2010).

e b =2007 = c+d =4017 i 2007 < ¢ < d < 2016, cu 1 solutie: (2008,2009) .

In concluzie sunt 25 astfel de multimi.

4. Dacd (m,n) este o pereche interesantd cu suma 2793, atunci m i n sunt numere de cel mult 4 cifre,
m = aibicidy i n = agbacads (cifrele ay,bicy, di,as,bs, ca,ds pot fi gi 0) astfel incat a1 +as = 2, by + by = 7,
61+02:9§i d1+d2:3

Daca a; + as = 2, atunci (aq,az2) pot fi (0,2), (1,1) sau (2,0), deci aceasta poate fi aleasd in 3 moduri.

Analog, o pereche (by,bs) cu by + by = 7 poate fi aleasd in 8 moduri, o pereche (c1,¢2) in 10 moduri, iar o
pereche (dy,ds) in 4 moduri.

In concluzie, sunt 3 x 8 x 10 x 4 = 960 perechi interesante cu suma 2793.

Clasa a Vl-a

1. a) Fie n cel mai mic dintre cele 75 de numere; atunci acestea sunt n, n+ 1, n+ 2, ..., n + 74, iar suma lor
este

S=7n+ (1+2+..+74) = 75n + 2775.
Notdm zu (S) numérul format de ultimele doud cifre ale lui S.
o Dacd n =4k, k € N, atunci S = 75 - 4k + 2775 = 300k + 2775 = 100 (3k + 27) + 75 = zu (S) = 75.
o Dacin=4k+1, k € N, atunci S = 75 (4k + 1) + 2775 = 300k + 2850 = 100 (3k + 28) + 50 = zu (S) = 50.
o Dacin =4k+2, k € N, atunci S = 75 (4k + 2) + 2775 = 300k + 2925 = 100 (3k + 29) + 25 = zu (S) = 25.

e Dacid n =4k +3, k € N, atunci S = 75 (4k + 3) + 2775 = 300k + 3000 = 100 (3k + 30) = zu (S) = 00.

In concluzie, ultimele cifre ale lui S pot fi 00, 25, 50 sau 75.

b
b) Fie a < b < ¢ < d cele patru numere. Din faptul ci d | %, rezulta:

3dla+b+c=3d<a+b+c=3d<a+2d=d<a.

Asadar a =b=c=d.



2. Daca n este un numar ca in enunt, atunci existd numerele naturale ¢y, cs, ..., 19 si 71,72, ..., 710 astfel incat
n = 10c+rsi mn<10=r <9
n = llca+rasi 1o <1l =1y <10
n = 12c3+r3si r3<12=r3<11
n = 19cip+ 711081 70<19=119 <18

Avem ri +ro4+ ...+ 7110 <9410+ 11+ ...+ 18 = 135. Dar, din enunt, r; + 72 + ... + 719 = 135, deci r; = 9,
ro = 10, r3 = 11, ..., 110 = 18. Rezulta ca n este nenul si:

n=10c;4+9 = n+1=10c1+10=10(c1+1) = 10|n+1
n=11c+10 = n+4+l=1lca+11=11(c2+1) = 1l1|n+1

n=1910+18 = n+1=1910+19=19(c1o+1) = 19|n+1
Cel mai mic numar n cu proprietatile de mai sus este

n = cm.m.m.c. (10,11,12,...,19) — 1 = 24.3.5.7-11-13-17-19 — 1 = 77597 519.

3. Deoarece pentru n > 5 numdrul n! se termind in 0, rezultd c& ultima cifrd a lui a este ultima cifrd a numéarului
4! + 3! + 2! = 32, adicd 2, deci a nu este pitrat perfect.
Restul impartirii lui s la 3 este acelasi cu restul impartirii sumei a; + az + ... + a, la 3, deoarece

s=9(a1+ag+as+...)+ (a1 +az+ ... +ap),
si acelasi cu restul impéartirii lui a la 3, adicd 2 (deoarece numerele n!, cu n > 3 sunt multipli de 3). Ca urmare,

s este de forma 3k + 2, deci nu este patrat perfect, intrucat orice patrat perfect da restul 0 sau 1 la impértirea
cu 3.

4. Numarul segmentelor cu extremitatile in 2 din cele 10 puncte alese este 9 +8 + 7+ ... + 1 = 45, iar lungimea
oricarui astfel de segment este un numar natural cuprins intre 1 i 44. Rezulta cd existd doud astfel de segmente
cu aceeasi lungime, fie acestea [AB] ¢i [CD].

e Dacd [AB] si [CD] nu au puncte comune, presupunem ci punctele A, B, C, D se afld pe dreaptd in ordinea

D
A— B —C —D. Notand cu M mijlocul lui [BC] rezulta

AM =AB+BM =CD+CM = DM,
adicdl segmentele [BC] gi [AD] au acelasi mijloc.
e Dacd [AB] si [CD] au puncte comune, presupunand c& punctele A, B, C, D se afli pe dreaptd in ordinea
A—C—B—D. Atunci AC = AB — BC si BD = CD — BD, deci [AC] = [BD] . Ca mai sus, notand cu
M mijlocul lui [BC] obtinem

AM = AC + CM = BD + BM = DM,

adicdl segmentele [BC] si [AD] au acelagi mijloc.



Clasa a Vll-a

1. a) Unghiurile coG si BOE au acelagi complement — unghiul E/O\C, deci sunt congruente. Cum [OB] = [0C]
si [OE] = [0G], rezulti & ABOE = ACOG (LUL), de unde OBE = OCG. Dar m (@) — 180° — 45° =

135°, de unde rezultd ci m (5@) — 135°, deci m (B/C\G> — 180°, adici B, C, G sunt coliniare.

b) Construim OM 1 AD, M € AD si BN || OE, N € OM. Patrulaterul BEON este paralelogram, de
unde rezultd cd [BN] = [OF] = [BC] si triunghiul NBC este echilateral (N apartine mediatoarei lui [BC],

deci NB = NC = BC).Rezultd ci& m (ﬁO\E) =m (O/B\N) = 60° — 45° = 15°.Cum m (@) = 135° rezulta
m (BEO) = 30°.

2. Vom ardta cd A este multimea numerelor prime.

Presupunem c& B contine un numér prim p. Cum A este nevidd, A contine cel putin un element a; atunci
a | ap, deci ap € B. Dar p | ap € B, deci existd d € A astfel incat d | p si cum 1 ¢ A, rezultd d = p, adica
p € A, contradictie. Ca urmare, B nu contine nici un numar prim, deci acestea sunt toate in A.

Din prima conditie rezultd cd A nu contine numere compuse, deoarece, presupunand ca A contine un numar
compus a, ar exista p,q € N* \ {1}, prime, astfel incat pq | a. Cum p | a = a € B.

3. Fie k € N* astfel ca 2[*¥ 4 3(=:¥) = g2,

Vom rezolva mai intai ecuatia 243" = k2, unde m,n, k € N*. Dacd m = 1 atunci 2™ +3" = 2 (mod 3) # k2.
Deci m > 2. Atunci 2™ = 0 (mod4). Stim ci 3" = 1 (mod 4) pentru n par si 3" = 3 (mod4) pentru n impar.
Cum k% = 0,1 (mod 4) rezulti ci n trebuie si fie par. Fie n = 2t, t € N*.

Atunci 2™ = (K —3") (k+3%) . Fiek—3"=2sik+3"=2°, cua+p=m, a < j.

Rezultd in continuare 27 — 2% = 2. 3 (%)

Daci o = 0 rezultd cd 27 trebuie si fie impar = 8 =0 = 23! = 0, imposibil. Deci a > 1.

Din (x) avem 2°~1(2°=* — 1) = 3. Daci a > 2 rezultd 3':2, absurd. Atunci o = 1. Avem in continuare
2+4+2.3t =20 = 143" = 2071 ¢ > 0. Stim ¢ 271 = 1 (mod 3) pentru S—1 par si 2°~! = 2 (mod 3) pentru S—1
impar. Trebuie deci ca 8 —1 = 2b, b € N. Avem astfel 3! = (2b — 1) (2” + 1) .Fie2t —1=3"s204+1=13" cu
ut+v=tsgiu<v. Obtinem 3" —3*=2&3%(3""*—-1)=2.Deaiciu=0siv=1=b=1==3=t=1.
Prin urmare m =4 gi n = 2.

Astfel, daca 21*¥] 4 3(=:) este patrat perfect trebuie ca [z,y] = 4 si (z,y) = 2. Fie D = (z,y) si z = DX,
y=DY, XY e N* (X,Y)=1.

Din [z,y]- (z,y) =2y = [z,y) =D - X - Y. DarD=2§iD- X -Y =4,deunde X =1, Y =2gi X = 2,
Y = 1. Atunci (z,y) € {(2,4),(4,2)}.

4. Presupunem ca laturile a gi b ale dreptunghiului se impart in my, respectiv n; segmente de lungime wu,
forméandu-se, prin paralele la laturi, k& patrate de laturd u, si in ms, respectiv ny segmente de lungime v,
formandu-se k + 88 patrate de laturd v (mq, ma,ny,ne € N*).
Atunci @ =t =2 = mo_m_ E. in plus, £ = mini si k488 = mans, deci maong —ming = 88.
b=niju=ngv msa N2 U
Fie (m1,m2) = di, (n1,n2) = do; atunci existd p,q € N, (p,q) = 1, astfel incat my = pdi, n1 = pds,

m n
mgo = qd1, N2 = qda (= este fractia ireductibild obtinuta din —1 si respectiv —1 simplificand prin d; si respectiv
q mo »)
d2).

Rezultd dydaq?® — didap? = 88 < dida (¢ — p) (¢ + p) = 88. Cum numerele ¢ — p si ¢ + p au aceeasi paritate,
si (p,q) = 1, rezultd cd singurele cazuri posibile sunt:

g—p=1 p=5

qg+p=11 = qgq==6 = k=min :p2d1d2:200
dids =8 didy =8

q—p=2 p=1

q+p=4 = q=3 =k =min; = p?dids = 11.

d1d2 =11 d1d2 =11
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q—p=2 p=10

q+p=22 = q=12 , nu convine, deoarece (p,q) = 2.
dydy =2 dids =2

q—p=4 p=9

q+p=22 = q=13 = k=miny =p2d1d2:81.
dids =1 di=dy=1

Solutiile sunt k& € {11,81,200}.

Clasa a Vlll-a

1. a) Verificare directa.
b) Intrucat 3n? +7Tn+4 = 3n+4)(n+1) si B3n+4,n+1) = 1, rezultd ci v3n2 +Tn +4 € Q daci si
numai daca
n+ 1 si 3n + 4 sunt pétrate perfecte. (1)

adicil existd u,v € N* astfel incat 3n + 4 = u? si n + 1 = v2, de unde obtinem
u? — 3v? = 1. (2)

Observam cd numerele naturale v = 2 gi v = 1 verifica relatia (2).
Conform punctului a), daci u? — 3v? = 1, notand U = 2u + 3v i V = u + 2v, rezulta

U?—3V2 =u? -3 =1,
deci (U, V) este o altd pereche ce verifica relatia (2), cu U > u gi V > v.
2
-4
Notand N = V2 - 1= u

3
Astfel putem genera o infinitate de perechi de numere naturale de forma (u,v) cu u

zétor, o infinitate de numere naturale n care au proprietatea (1).

€ N, rezultd N > n si numerele N + 1 gi 3N + 4 sunt patrate perfecte.

2 _3v? =1, si corespun-

2. Dacd ABCD este un dreptunghi inscris in cercul C, atunci (A, C) si (B, D) sunt perechi de puncte diametral
opuse.

Dac& n este impar, printre varfurile poligonului A; As...A, nu existd puncte diametral opuse, deci nici unul
dintre patrulaterele cu varfurile in A, As, ..., A, nu este dreptunghi, de unde max |M| = n.

Dacd n este par, n = 2k, partitiondm varfurile in k perechi de puncte diametral opuse: {A;i, Agpt1},
{Ag, Agy2}, ..., {Ak, Aok} . Impunem conditia ca multimea M si contind cel mult o pereche de puncte di-
ametral opuse; atunci max |[M| =k + 1. O multime care realizeazi maximul este {A;, Aa, ..., Agy1}.

b2n71 +b2n a?n +a2n+1

3. Fie a € A. Vom demonstra cd dacEi —————— € N si

5 € N pentru orice n € N*, atunci a = b.
a n—1

b2n

Afirmatia este evident adevarati daci a = 1, deoarece rezultd ca b®" | 2 pentru orice n € N*, deci b = 1.

Dacé a > 2, fie p un divizor prim al lui a. Pentru orice n > 1 rezultd ci p*"~! | a?*~! si, intrucat
a®~1 | b**=1(b+ 1), obtinem p*"~1 | b2~ (b + 1) . In particular, rezultf p | b sau p | b+ 1. Deoarece b si b+ 1
sunt prime intre ele, presupunand c& p | b+ 1, rezultd p { b si atunci p?»~! | b+ 1 pentru orice n > 1, fals. In
consecintd, p | b.

Analog, daci ¢ este un divizor prim al lui b, rezultd ¢*" | " si din relatia b*" | a®" (a + 1), obtinem
¢ | a®*" (a+1), pentru orice n > 1, de unde, tinand cont ci (a,a+1) = 1, rezultd ¢ | a sau q | a + 1.
Presupunerea ¢ { a conduce la ¢*" | a + 1 pentru orice n € N*, fals. Ca urmare, q | a.

In concluzie, a si b au aceeasi divizori primi. Vom arta ci exponentii la care apare un numér prim p in
descompunerea in factori ai lui @ si respectiv b sunt egali. Fie o si 3 acesti exponenti; atunci p® | a si p® | b.
Stimcd pta+1siptb+1. Avem:

) e Nz a|b(b+1)=a<p
a2(at1) 21 2 =a=0

In concluzie, a = b, deci A C B.
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4. Notdm cu E si F' mijloacele diagonalelor [AC], respectiv [BD] si cu R mijlocul segmentului [F'F]. Patru-
laterul EN FQ este paralelogram, de unde rezultd ca punctele ), R, N sunt coliniare. Notand {G} = VRNNGy,
din teorema lui Menelaus aplicatd in triunghiul VQR cu transversala N — G — G4 rezulta

NR GiQ GV _. _ GV

AL A i
NO G,V GR ~  GR

Analog, EM F P este paralelogram, de unde rezultd cd M, R, P sunt coliniare gi, intrucat

MR GsP GV _
MP GsV GR

din reciproca teoremei lui Menelaus aplicata in triunghiul V RP rezulta ca punctele M, G, G3 sunt coliniare.
Analog se demonstreazd cd (O, G,G2) si (P,G,G1) sunt triplete de puncte coliniare, deci dreptele MG,
NGy, PG, QG5 sunt concurente in G.

Clasa a IX-a

1. a) Inegalitatea de demonstrat este echivalentd cu (a2 + bc) (b+ ¢) > 4abe, care se obtine prin inmultirea
inegalitatilor
a® + be > 2avbe si b+c> 2v/be.
b) De la punctul a) rezultd ——— (% + 9) si inegalitatile analoage. Suméand, avem:
a c
S Lfagbe e e By Sy @ 2fabie ab ca )
a?+bc " 4\b ¢ a ¢ b a 3 a?+bc~3\b ¢ a b c¢c a b ¢

C . v Yy v
, z = —, este suficient si ardtidm ca
a

).

ISEEe

ol

Notand x = %, y =

2
Pyt 1> g(ﬂc—l-y-l-z-i-xy—&-yz—i-zx), cu zyz = 1.
Inegalitatea anterioara se scrie
3P4y +22+1) > 2@y +yz+2x)+2(x+y+2),

sau, echivalent,

2

@-1°+@y-1"+-1’+@-y)’+@y—2°"+(—2)°>0.

2. Facem conventia Sy = 0. Multimea {1,2,...,n} are 2" submultimi pe care le grupam in doud clase:
o cele care nu contin pe 1, in numér de 27~ ;
e cele care contin pe 1, in numér de 2771,

O submultime B din a doua clasi este de forma B = {1} U A, unde A este o submultime din prima class.
Pentru o astfel pereche (A4,B) cu A ={a; <az <..<ar}avem B={l<a; <ay<..<ag},deunde

Sa = al—ag—i—ag—...—i—(—l)k*lak,
S = 1—a1+a2—a3+...+(—1)kak,

deci S4 + Sp = 1. Ca urmare, Z Sy =27 L
Ac{1,2,...,n}

3. a) Vom demonstra prin inductie ci a,, ¢ Q, pentru orice n > 2. Numarul ap = V/2 este irational. Presupunem
cd ar ¢ Q (k>2). Dacil ap1 € Q, atunci din relatia ap = ai, — k?, ar rezulta a), € Q, in contradictie cu
presupunereea ficutd. Prin urmare, a,, ¢ Q, pentru orice n > 2.
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b) Numerele a,, sunt pozitive pentru orice n > 1 si

anz\/an,1+(n—1)2>\/(n—1)2:n—1.

Prin inductie matematicd, se demonstreazi ci a, < n, pentru orice n > 2. Intr-adevir, ay = V2 < 2 si,
presupunand ax < k pentru un k > 2, rezulta ca

api1 = Var + k2 < VEk+ k2 <k+1.

In concluzie, n — 1 < a,, < n si [a,] = n — 1 pentru orice n > 2.
Atunci, pentru orice n > 3, avem:

a2 =an 14+ n—-17= [a2] = [an,l—i—(n—l)z} =lan1]+ (-1’ =n-2+n-1)"=n>—n—1.

Rezulta

n

- - 3 _4n+9
Y [a3] =3+ [a3] =3+ B2 k1) =T
[ak} k=3 [ak:l k=3 ( ) 3

k=1

4. a) Fie BB’ i DD’, B’ € (CD), D' € (AB) bisectoarele unghiurilor B gi D ale patrulaterului. Atunci
m (E) +m (ﬁ) = 360°—2m (2) , de unde rezulta cd m (B//B\A> +m (17—D\C’) =180°—m (A) =m (@’) +
m (@) . Cum ADD' = @’, obtinem B'BA= D/ﬁﬁl, adicd BB' || DD'.
— —_— — —
b) Fie M, O, N respectiv mijloacele segmentelor [PQ,] [AC] si [RS]. Din relatiile MO = MP + PA+ AO
L —_— = — — 1l /— — .
si MO = M@ + QC + CO, deducem cad MO = 3 (PA + QC) . Cum [AP] = [QC], considerand punctele
— 1 /— —
P’ € (AB) 5i Q' € (BQ) astfel incat [BP'] = [AP] si [BQ'] = [CQ], rezultd cd MO = 3 (BP' + BQ’) , adicd
MO este paraleld cu dreapta BO’, unde O’ este mijlocul segmentului [P'Q’]. Cum ABP'Q’ este isoscel, rezulta

cd BO' este de fapt bisectoarea unghiului ABC.

Analog, rezultd cd ON este paraleld cu bisectoarea unghiului ADC si, folosind punctul a), rezultd cd punctele
M, O si N sunt coliniare.

Clasa a X-a

1. a) Pentru orice a,b € [0, 1] avem, conform inegalitatii C.B.S.:
2 2 2
(a\/l “2 4+ b1 - a2) < <a2 T (\/1 — a2> > : <(\/1 — b2) +b2> -1

deci av/1 — b2 + b1 — a2 € [-1,1]. Evident, ayv/1 — b2 + by/1 — a2 > 0, deci av/1 — b2 + b1 — a2 € [0,1].

b) Dacd A are proprietatea (P), atunci A C [0,1]. Presupunand A C Q si a € A; atunci, pentru b := a,
rezultd cd 2av/1 —a? € A C Q. Cum a # 0, atunci V1 — a? € Q, adicd existd b € Q, b # 0 (deoarece a # 1)
astfel incat a® + b?> = 1. Fie b = B, p,q € N*, (p,q) = 1; din a® 4 b* = 1, rezulta ca

q

2 2
m
LAy

5 1 & m?¢* + p*n? = n?¢%
n q

Atunci n? | (m?¢® + p*n?) = n? | m?¢* i cum (n,m) =1 = n? | ¢* = n | q. Analog, ¢ | n, deci ¢ = n. Ca
urmare, m? + p?> = n2, deci p, m, n sunt laturile unui triunghi dreptunghic.

& . Lo ™ ~ A . o . .

¢) Intrucat A C [0,1], pentru orice a € A, existd x, € [O, 5] astfel incat a = sinx,. Dacid a = sinz, si

b = sin x;, atunci

a\/l — b2 +b\/1 — a? = sinx, cos xp, + sinzp cos x, = sin (x4 + xp) -
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Fie m € N*; atunci existd n € N astfel incat m = n + 1.Considerdm multimea A = {ag,a1,...,a,}, unde

km _
ap = sin 5 pentru orice k € {0,1,2,...,n}. Atunci A are n + 1 elemente gi pentru orice k,j € 0,n avem:
n

a1 —a —sip BT [ any daci0<k+j<n
ak\/l a/j+a-]\/1 aj, = sin——> _{a%_(kﬂ-) dacin<k+j<2n ’

deci A are proprietatea (P).

2. Ardtdm ca raspunsul este negativ.
Intr-adevir, presupunand c& raspunsul ar fi afirmativ, atunci, din relatia (f o g) (z) = 2?>™*!, Vz € R, ar
rezulta cd g este injectiva. Atunci, pentru orice z € R avem:

g((fog) (@) =(g0f)(g(x) =g (@) =(g(x))""".

Pentru z € {—1,0,1} obtinem

g(0)=(g(0)™", g(1)=(g(M)""*, g(-1)=(g(-1)"",

decig(0), g(1), g(-1) € {0,1}. Ca urmare, numerele g (0), g (1), g (—1) nu pot fi toate distincte, contradictie
cu injectivitatea functiei g.

3. Din conditiile de existenta ale logaritmilor, deducem ca z,y, z > 1. Sistemul se poate scrie sub forma:

y = 4log12(m2—m)
2= 410g12 (yz_y)

T = 410g12(z2—z)

Considerand functia f : (1,00) = R, f(z) = 410“512(”2_”), rezultd y = f (z), z = f (y) si x = f (2) . Deoarece
functia o — 22 — x este strict cresciitoare pe (1,00), rezultd ci f este strict cresciitoare, fiind compunere de
functii strict crescatoare.

Din motive de simetrie, putem presupune z < y < z, fird a pierde generalitatea. Obtinem f (z) < f(y) <
f(2),adicay<z<z deundexz =y = z.

Ramane sa rezolvam ecuatia log;, (962 — :c) = log, z. Notand t = log, , obtinem z = 4! gi 2% — z = 12¢, de
unde rezultd ecuatia 16 — 4% = 12!, cu solutia unici ¢ = 1. Prin urmare, sistemul are solutia =z = y = z = 4.

4. Din enunt stim ca

zf (—z,y) +yf (z,—y) = (z — y)2 , V (z,y) eRxR. (1)
Atunci
T —T €)) —af (2,9) + yf (—z, —y) = (z + y)2 @)
si
Lo s o) -l ) = ) )

Prin scddere, obtinem:
("rfy) (f(l',y) +f(*l',*y)) =0= f(fxafy) = 7f(w7y)a vxay € ]Ra z # Y.
Din (2) rezultd si
Pentru y = «, din relatia (1) obtinem:

o (=00) 4 0, -2) =0 = [ (-0.0) = ~f (2.-2), ¥a 20 flo—a)={ O Pemr =
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unde A : [0,00) — R este o functie arbitrara.
La fel , pentru y = —z, din relatia (1) obtinem:
9 g(x), dacd x>0
$(f(—l',—$)—f($7l')):4x =>f(—x,—x):4x+f(ac,x)7 V$#0:>f($,l'): —4$+g(—$) daci x <0

unde g : (0,00) — R este o functie arbitrara.
In concluzie,

—x—y daca = # +y

g (x) dacda z =y >0
flz,y) =< —4dx+g(—z) daciz=y <0

h(x) dacd z =—y >0

—h(—x) dacd z = —y <0

Clasa a Xl-a

1. Fie 0 (1) =i, 0 (i) = j; atunci o (j) = 2.

e dacii=1= o (0 (c(1))) =1, contradictie.
o(1)=
1 2 3 k n
3 7 — ) — = 1 1 3 — |
¢ ot =2t ¢ 0 (2 :; =i=120= (3 1 ol 7oy o) S 020

astfel de permutari.

e dacd i € {3,4,...,n} atunci:

o(l)=1
— dacd j = 1rezultd ¢ o (i) =1 =i =2, contradictie.
o(l)=2
oc(l)=1
— dacd j =2 rezultd ¢ o (i) =2 = ¢ =2, contradictie.
o(2)=2
o(l)y=1
—dacij=irezultd { o (i)=1 =1i=2sioc(1l)=0(2) =2, contradictie.
o(i)=2
Asadar j € {1,2,...,n}\{1,2,i}, deci o = R . Deoarece i poate lua n—2 valori
i e o 2 . o(n) )

j poate lua n — 3 valori si numerele o (k), k # 1,4,7 pot fi alese in (n — 3)! moduri, numarul permutarilor de
acest tip este (n —2) x (n—=3) x (n—=3)=(n—3) - (n—2)L
In concluzie, existd (n —2)! 4+ (n —2) - (n — 2)! = (n — 2) - (n — 2)! permutéri ca in enunt.

2. a) Pentru orice i = 1,n avem

1

n 1

Zaij:1:>AU:U, unde U = | .
j=1 :
1

Prin inductie rezultd A*U = U, pentru orice k € N* si notand AF = B = (b;;),.; j<n Obtinem Z bi; =1,V
j=1

1 = 1,n, si atunci

i=1j=1 i=1
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b) Daci det (A — AI,,) = 0, atunci existd o matrice nenuld X € M,, 1 (C) astfel incat AX = AX, relatie
echivalenta cu

n
E Qi T5 = )\.’L'Z', Vi = 1,n.

j=1

Fie p € {1,2,...,n} astfel incat |z,| = [max |;] . Pentru orice i = 1, n avem:
<j<n

n n n
-zl = D asas| < ai -] < oyl - Y ag = [ay],
j=1 j=1 j=1

de unde, pentru ¢ = p, rezultd |A| - |z,| < |z,|. Cum z, # 0, rezultd |A| < 1.

3. a) Observam ci a, > 0, pentru orice n > 1 gi a; > as = 1. Pentru orice n > 1 avem:

an+1 a2+ mn—-1)a,—1
Ap — An41 = Gp — =
an +1n an +1n

si

mtl 1 s
anp +n n

(pi1 = (pentru n > 2),

n —

2
n

ap +n
Fiind strict descrescdtor si marginit inferior de 0, sirul (a,),~, este convergent. Prin trecere la limitd in
relatia de recurentd se obtine lim a, = 0.
n—oo

deci ap, — apy1 >

> 0,oricare ar fi n > 2, deci sirul (a,),,~, este strict descrescitor.

b) Vom demonstra prin inductie ci a,, < , pentru orice n > 3.
n

-2

2
Inegalitatea are loc pentru n = 3, intrucat az = 3 < 1.

1
Presupunem cé aj, < T3 (k > 3) si avem:

1 1—(k—2)ag 0= < 1
— — a —_ —— a .
k—1 "7 k=1 (ar+ k) SR P |
Ca urmare, pentru orice n > 3 avem:
p— <a, < — — _nan<7_2
Rezultda lim na, = 1.
1 ay, oL
4. Notand z, = = — ———, rezulta ca
2 14ad?
Tn — 08l (an — 1)2 =2z, (1 + a%) , pentru orice n > 1. (1)

Vom demonstra cd sirul (a,),~, este marginit.
Presupunéand c& (ay,),,~; este nemdrginit superior, atunci, pentru orice numar natural n > 1, exista k, > 1
astfel incat ag, > n si k, < kpt1. Rezultd ca ay, — oo si

1 . ag, . 1 1
;= Ilm —%—=1lm [ — - —> | =0,
2 n—oo | + aj, n—oo \ ag, 1+ =

" ) kn

contradictie. Deci (ay,),,~, este marginit superior.
Analog se demonstreaza c& (ay),~, este mérginit inferior, deci (ay,),~, este marginit.
Ca urmare, existd M > 0 astfel incat |a,| < M pentru orice n > 1.
Din relatia (1) deducem ca
lan, — 1] = \/an (I14+a2) < \/2(1 + M?)- -z, — 0, deci lim a, = 1.

n—oo
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Clasa a Xll-a

1. Fie e elementul neutru al grupului (F,o). Vom ardta ci multimea B = e (A) satisface conditiile date.
In primul rand observidm ci, pentru b = e(a) € B, avem e (b) = e(e(a)) = (eoe)(a) = e(a) = b, deci
ejp = 1p; in plus e (z) = x daca si numai dacd = € B.

e Pentru orice f € F i orice x € A avem f (z) = (eo f) (z) = e(f (x)), deci f (z) € B. Asadar Im f C B.

e Daci f este simetrica lui f in (F,0) si x € B, atunci

(fB O?B) (r) = (7B © fB) (z) = €B (r) =x=1p(z),
deci fp este inversabild si, ca urmare, bijectiva.

e In final, dacd =,y € A si existd fy € F astfel incat fo (z) = fo (y), atunci fo (e (z)) = fo (e(y)). Cum
e(x) si e(y) sunt elemente din B si fo p este bijectiva, rezultd e (z) = e (y), de unde

fx)=(foe)(x)=fle(x))=fle(y) =(foe)ly) =f(y)

pentru orice f € F.

2. Pentru z € G, notdm C (z) = {y € G | zy = yx} (centralizatorul lui ). Din enunt, C'(a) i C(b) sunt finite,
nevide (deoarece e € C'(x), pentru orice x € G) si |C (a)| + |C (b)| = p > 2, p prim. Trebuie s§ aflam numérul
elementelor multimii

{lyeGlay=ya si by=yb} =C(a)NC(b).

Deoarece C(a) si C(b) sunt subgrupuri in G, atunci si C(a) N C(b) este subgrup in G. Din teorema Lagrange
rezulta

ord (C(a) N C (b)) | ordC(a) si ord (C(a)NC(b)) | ord C(b),

deci ord (C(a) N C(b)) | ord C (a) + ord C'(b) = p.
In plus, |C(a) N C(b)| < |C (a)| < |C (a)|+|C (b)], de unde |C(a) N C(b)| < p. Ca urmare, |C(a) N C(b)| =1,

adica singurul element care comuta si cu a si cu b este e.

1 =«
3. Pentru orice x € (0,00) avem arctg x + arctg — = 5 si
x

T — arctg 77 dx arctg .o m arctg 27 (1Y’
dp = [2-2%8er, T - L dx = — arct (=) dv=
/f(x) ! / 14 22 “ 2/1+z2 /1+932 v 2arcga?+/ 1+ \@ ’

1
T arctgx + F <> +C.
2 x

N s 1
Intrucat functia x — 5 arctgx + F <> este o primitivd pe (0,00) a functiei f, rezultd cd existd ¢ € R astfel
x
incat
T 1
F(z)=—arctgz + F <) + e,
2 T

2
. . . o ¢ o m .
pentru orice x > 0. Pentru z = 1, din egalitatea precedentd rezulta cd ¢ = 3 deci

1 2
F(z) = garctgx—i—F(m) —%, Vo > 0.

Ca urmare, trecand la limitd x — oo, avem:

2 2 2

lim F(z) = %+F(0)—§:§.
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4. Fie T' > 0 o perioadd a lui f. Oricare ar fi x € R, avem:
(Fe+T)=F(2) = fz+T) - f(z) =0,

deci existd ¢ € R astfel incat F (z+T) — F () = ¢, Vz € R (de fapt, c = F (T) — F (0) = fOT f@)de).
Functia ® : R - R, ®(x) = F (z) — %x este derivabila gi periodica, o perioada a sa fiind 7. Deoarece

® (R) = & ([0,7]) si <I>|[0 ) este continud, rezultd ca ® este functie marginita. Fie M = sup |® (x)]; atunci
0 < ®(x)+ M <2M, pentru orice z € R.
Pentru orice numar natural n > 1 avem:

“D(k) e
w=2 Tt
k=1 k=

| =

1

Sis s D(k 5 Caian
Ardtdm cd sirul (Z:_l k(g )) este convergent, observand mai intai ca
- n>1

O(k) =®k)+M "1
k=1 k=1 k=1

Sirul (34, k%>n>1 este convergent, fiind strict crescitor si mirginit superior de 2; la fel, sirul ( n_ (k)M ) N
- n>1

k=1 k2
este crescator gi marginit superior de 4M, deci convergent. Prin urmare, girul (22:1 (bk(f )) este convergent.
R 1 1 1
Intrucat lim (1 + 5 + 3 + ...+ ) = 400, deducem c4 sirul (a,),, este convergent daci si numai dacs
n—oo n -

¢ =0, echivalent cu F' (z +T) — F () =0, oricare ar fi x € R, adici F este periodica.



