
CONCURSUL DE MATEMATIC¼A �NICOLAE
COCULESCU�

EDIŢIA a II-a
SLATINA �26 noiembrie 2005

Clasa a V�a

BAREM DE CORECTARE

Problema 1.
n = 13c+ r = 11r + c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
6c = 5r; deci c este multiplu de 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
i) c = 0) r = 0) n = 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
ii) c = 5) r = 6) n = 71: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
iii) c = 10) r = 12) n = 142: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Problema 2.
S = (1 + 2 + 3� 4) + (5 + 6 + 7� 8) + :::+ (2001 + 2002 + 2003� 2004) + 20053p
S = 1005 007 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4p

Problema 3.
a) 1 + 2 + 3 + :::+ 2004 = 2009 010 ori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
b) Fie n num¼arul de cifre 1 care apar în scrierea num¼arului A: Acesta se poate scrie

ca succesiunea secveņtelor

1; 01; 001; 0001; :::; 00:::0| {z }
de n�1 ori

1;

urmate, eventual, de un num¼ar mai mic decât n+ 1 de cifre 0: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
1 + 2 + 3 + :::+ n � 2005 < 1 + 2 + :::+ n+ (n+ 1) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
62 � 63 < 4010 < 63 � 64) n = 62 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Num¼arul cifrelor 0 este 2005� 62 = 1943 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Problema 4.
Primul copil poate ocupa una dintre cele 8 interseçtii ale primei str¼azi orizontale. 1p
Pentru a nu �v¼azut de primul, al doilea poate ocupa doar 7 dintre interseçtiile celei

de-a doua str¼azi orizontale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Primii doi copii se pot aşeza în 8 � 7 = 56 moduri . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
Pentru �ecare din cele 56 de moduri, al treilea copil se poate a�a doar în 6 interseçtii

ale celei de-a treia str¼azi orizontale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
În �nal sunt 8 � 7 � 6 � ::: � 2 � 1 = 40 320 posibilit¼a̧ti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Problema 1.
100a+ 10b+ c = a+ 5b+ 25c, 99a+ 5b = 24c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
a � 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
a = 1) b = 9; c = 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
a = 2) c > 8) c = 9) 5b = 18; imposibil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Problema 2.
A = 5a+ 2 = 3b+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
6A = 30a+ 12
5A = 15b+ 5

����) A = 15 (2a� b) + 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4p
Restul împ¼aŗtirii lui A la 15 este 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Problema 3.
p = 2) 22 + 22 = 8; care nu este prim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
p = 3) 23 + 32 = 17; care este num¼ar prim . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
p > 3) p = 2k + 1) 2p = 22k+1 = 2 � 4k = 2 � (3 + 1)k =M3� 1 . . . . . . . . . . . . .2p
3 j (p� 1) p (p+ 1) şi 3 - p) 3 j p2 � 1) p2 =M3 + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
2p + p2 =M3� 1 +M3 + 1 =M3; nu convine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 4.
m
�
\A0OA1

�
= u� ) u+ 2u+ 22u+ ::+ 2n�1u = 180 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

(2n � 1)u = 180 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
2n � 1 2 f1; 3; 5; 9; 15; 45g . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
n = 2; u = 60 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
n = 4; u = 12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Problema 1.
Presupunem c¼a exist¼a n; k 2 N� astfel încât 225n� 4 = k (k + 1) . . . . . . . . . . . . . . .2p
900n� 16 = 4k2 + 4k ) 900n� 15 = (2k + 1)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
5 j 2k + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
25 j (2k + 1)2 ) 25 j 15; contradiçtie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Problema 2.
Fiecare pies¼a acoper¼a 4 p¼atr¼a̧tele ) 4 j n2 ) n par . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Pentru n = 4 exist¼a o acoperire a tablei cu piese de forma dat¼a (�g. 1) . . . . . . . . . 1p
n = 4k; k 2 N� ) tabla poate � acoperit¼a cu k2 piese din cele date . . . . . . . . . . . . 1p
n = 4k + 2 ) sunt necesare (2k + 1)2 piese pentru a o acoperi. Vom presupune c¼a

exist¼a o acoperire a tablei cu piese de forma dat¼a. Color¼am tabla de şah cu dou¼a culori,
�e acestea alb (A) şi negru (N) (�g. 2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Fig.1

1 1 1 2
4 1 2 2
4 4 3 2
4 3 3 3

Fig.2

A N ::: ::: N
N A ::: ::: A
...

...
...

...
...

N A ::: ::: A

O pies¼a poate acoperi, indiferent de pozi̧tionarea sa, unul sau trei p¼atr¼a̧tele de aceeaşi
culoare. Dac¼a acoperirea ar � posibil¼a, întrucât sunt necesare (2k + 1)2 piese, num¼arul
p¼atr¼a̧telelor colorate cu alb, respectiv cu negru, ar � impar. Modul în care a fost f¼acut¼a
colorarea arat¼a c¼a num¼arul p¼atr¼a̧telelor albe este îns¼a par, contradiçtie. . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 3.
m
�
[BIC

�
= 90� + 1

2
m
�
[BAC

�
> 90� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

IA0 < 1
2
BC = B0C 0 < IB0 + IC 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Analog IB0 < IA0 + IC 0 şi IC 0 < IA0 + IB0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 4.
a) 4ABQ � 4BCM � 4CDN � 4DAP ) (BQ) � (CM) � (DN) � (AP ) 1p
4AQH � 4BME � 4CNF � 4DPG) (QH) � (ME) � (NF ) � (PG) . . . .1p
QH + EB =ME + FC = NF +DG = PG+HA) EFGH este romb . . . . . . .1p
m
�
\QHA

�
= 180� �m

�
\HQA

�
�m

�
\HAQ

�
= 90� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

b) Folosim teorema: Într-un triunghi dreptunghic cu un unghi de 15�; în¼alţimea
corespunz¼atoare ipotenuzei este 1

4
din aceasta.

HR ? AB; R 2 AB ) HR = a
4
) Aria [ABH] = a2

8
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Aria [BCE] = Aria [CDF ] = Aria [DAG] = a2

8
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Aria [EFGH] = Aria [ABCD]� 4 � a2
8
= a2

2
= 1

2
Aria [ABCD] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Problema 1.
a)
p
a2 + 8b+

p
b2 + 8a =

q
(a� 4)2 +

q
(b� 4)2 � j(a� 4)� (b� 4)j = ja� bj 2p

b) A :=
p
m2 + 8n; B :=

p
n2 + 8m 2 Q,m2+8n şi n2+8m sunt simultan p¼atrate

perfecte. Presupunem c¼a m � n) n2 � n2 + 8m � n2 + 8n < (n+ 4)2 . . . . . . . . . . . .2p
n2 + 8m = n2 ) m = 0 şi n = 2h2; unde h 2 N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p
n2 + 8m = (n+ 1)2 ) 8m = 2n+ 1; imposibil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p
n2 + 8m = (n+ 2)2 ) m2 + 16m� 8 = k2 , (m� k + 8) (m+ k + 8) = 72 . .0,5p
(m; k) 2 f(1; 3) ; (3; 7) ; (11; 17)g ) (m;n) 2 f(1; 1) ; (3; 5) ; (11; 21)g . . . . . . . . . 1p
n2 + 8m = (n+ 3)2 ) 8m = 6n+ 9; imposibil . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Problema 2.
a) n = 11p� 1) n5 =M11� 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
b) n = 11p� 2) n5 =M11� 25 =M11� 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
c) n = 11p� 3) n5 =M11� 35 =M11� 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
d) n = 11p� 4) n5 =M11� 45 =M11� 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
e) n = 11p� 5) n5 =M11� 55 =M11� 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Aşadar n5 poate � de forma 11p + 1 sau 11p + 10: Cum n5 � 11k + 2; rezult¼a c¼a

n5 � 11k + 10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 3.
a) I =2 B0C 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
I =2 Int (AB0C 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
I 2 Int (A0B0C 0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
b) A1B

0

A1C0
= AB0

AC0 =
CA
AB
; B1C

0

B1A0
= AB

BC
; C1A

0

C1B0
= BC

CA
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

A1B0

A1C0
� B1C0
B1A0

� C1A0
C1B0

= 1) A0A1; B
0B1; C

0C1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 4. Vom folosi teorema: Fie XY Z un triunghi oarecare, S 2 (XY ) ;
T 2 (XZ) astfel încât ST trece prin centrul de greutate al triunghiului XY Z: Atunci
SY

SX
+
TZ

TX
= 1:

Presupunem c¼a MN; NP şi PQ; trec prin centrele de greutate ale triunghiurilor
ABC; BCD; respectiv CDA ) NC

NB
+ MA

MB
= 1; NB

NC
+ PD

PC
= 1 şi PC

PD
+ QA

QD
= 1 . . . . . 3p

3 = NC
NB

+ MA
MB

+ NB
NC

+ PD
PC
+ PC

PD
+ QA

QD
> 4; contradiçtie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Exemplu: MN şi PQ paralelele prin centrele de greutate ale triunghiurilor ABC
respectiv CDA la dreapta AC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
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Problema 1.
A = fa1; a2; :::; an; :::g ; a1 < a2 < ::: < an < ::: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
ak+1 > ak+1 � a1 2 A) ak+1 � a1 � ak ) ak+1 � ak � a1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
ak+1 � ak 2 A) ak+1 � ak � a1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
ak+1 � ak = a1; 8 k � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
an = na1; pentru orice n � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 2.
IJ k BC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p�!
IJ = �

��!
BC = �

�!
AC � ��!AB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

AM = m; AB = c şi AC = b ) �!
AI = c

��!
AM+m

�!
AB

m+c+a
2
şi
�!
AJ = b

��!
AM+m

�!
AC

m+b+a
2

. . . . . . . . . . . . 1p
�!
IJ = �

�
a(b�c)
4

� m(a+b+c)
2

�m2
��!
AB + �

�
a(b�c)
4

+ m(a+b+c)
2

+m2
��!
AC . . . . . . . . . .1p

a(b�c)
4

� m(a+b+c)
2

�m2 = �
�
a(b�c)
4

+ m(a+b+c)
2

+m2
�
) b = c . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Problema 3.
x = 0)

�
1
a

�
+
�
2
a

�
+ :::+

�
p�1
a

�
= 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

a < 0 nu convine ) a > 0)
�
k
a

�
= 0; pentru k = 1; p� 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p�

n
a

�
=
h
n
p

i
; 8n 2 N� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p�

pn
a

�
= n) n � pn

a
< n+ 1) p� p

n+1
< a � p; 8n 2 N� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

a < p contradiçtie ) a = p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 4.
A1 este punctul diametral opus lui A pe cercul circumscris 4ABC . . . . . . . . . . . . .1p��!
OHa =

��!
OA1 +

��!
OB +

�!
OC =

��!
OB +

�!
OC ��!OA = ��!OH � 2�!OA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p��!

AHa =
�!
AO +

��!
OHa =

��!
OH � 3�!OA şi analoagele . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Dreptele AHa; BHb şi CHc sunt concurente într-un punct P dac¼a exist¼a �; �; 
 2 R
astfel încât:8><>:

�!
AP = �

��!
AHa��!

BP = �
��!
BHb�!

CP = 

��!
CHc

,

8><>:
�!
OP = �

��!
OH � (3�� 1)�!OA

�!
OP = �

��!
OH � (3� � 1)��!OB

�!
OP = 


��!
OH � (3
 � 1)�!OC

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

� = � = 
 = 1
3
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

�!
OP = 1

3

��!
OH =

�!
OG) P = G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
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Problema 1.
Cazul n = 0) A < B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Cazul n = 1) A = B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Cazul n � 2: C¼aut¼am o �spargere� a inegalit¼a̧tii A > B de forma: �anb + �bnc +


cna > an�1bc; cu �+ � + 
 = 1 şi �; �; 
 > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
�anb+ �bnc+ 
cna > an�+
bn�+�cn
+� (inegalitatea ponderat¼a a mediilor) . . . . .2p8<:
n� + 
 = n� 1
n� + � = 1
n
 + � = 1

) � = (n�1)2
n2�n+1 ; � =

1
n2�n+1 şi 
 =

n�1
n2�n+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

�bnc+ �cna+ 
anb > abn�1c şi �cna+ �anb+ 
bnc > abcn�1 . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p
A > B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0,5p

Problema 2.
a) Contraexemplu: a =

p
2 şi b = log2 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

b) log2 f(1) = logf(3) 4 = log6 f(5) = logf(7) 8 = :::
not
= x) x = 1 . . . . . . . . . . . . . . . .2p

log3 f(2) = logf(4) 5 = log7 f(6) = logf(8) 9 = :::
not
= y ) y = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

f : N� ! N n f0; 1g; f(n) = n+ 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Problema 3.
ak1 + a

k
2 + :::+ a

k
n � 1

nk�1 (a1 + a2 + :::+ an)
k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

x2k1 + x
2k
2 + :::+ x

2k
n � 1

nk�1 (x
2
1 + x

2
2 + :::+ x

2
n)
k
= 1

nk�1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Pp. x1 � x2 � ::: � xn ) 9 p a.î. x1 � x2 � ::: � xp < 0 � xp+1 � ::: � xn )

min
1�i<j�n

xixj = x1xn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

x2k1 + x2k2 + ::: + x2kp � xk1
�
xk1 + x

k
1 + :::+ x

k
p

�
= �xk1

�
xkp+1 + x

k
p+2 + :::+ x

k
n

�
�

� (n� p)xk1xkn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
x2kp+1 + x

2k
p+2 + ::: + x

2k
n � xkn

�
xkp+1 + x

k
p+2 + :::+ x

k
n

�
= �xkn

�
xk1 + x

k
1 + :::+ x

k
p

�
�

�pxk1xkn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
1

nk�1 � x
2k
1 + x

2k
2 + :::+ x

2k
n � �nxk1xkn ) x1xn � � 1

n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

x1xn = � 1
n
) contradiçtie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Problema 4.
Im f �

�
a; a
p
2
�
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Im f �
�
a; a
p
2
�
: Fie � 2

�
a; a
p
2
�
: Analiz¼am cazurile:

a) � = a) f (M) = a (M mijlocul lui[AD]) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
b) � = a

p
2) f (A) = BD = a

p
2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

c) � 2
�
a; a
p
2
�
) 9 M 2 (AD) astfel încât AM 2

�
a�
p
�2�a2
2

;
a+
p
�2�a2
2

�
)

f (M) = � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

1



CONCURSUL DE MATEMATIC¼A �NICOLAE
COCULESCU�
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Problema 1.
Num¼arul cazurilor posibile este A2m2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
(xa; ya) şi (xn; yn) coordonatele nebunilor ) jxa � xnj = jya � ynj

not
= l . . . . . . . . . .2p

l = 1) [2 (m� 1)]2 moduri în care se atac¼a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
l = 2) [2 (m� 2)]2 moduri în care se atac¼a etc . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Num¼arul cazurilor favorabile
m�1X
k=1

(2k)2 = 2m(2m�1)(m�1)
3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

p =
2m (2m� 1) (m� 1)

3A2m2

=
2 (2m� 1)
3m (m+ 1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 2.
Fie mA polinomul minimal al matricei A şi pA polinomul caracteristic al matricei A;

pA (X) = det (InX � A) :
mA j f

not
= X3 + 3X � 4 = (X � 1) (X2 +X + 4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

Divizorii ireductibili peste R ai lui mA şi pA (teorema lui Frobenius), sunt din
muļtimea fX � 1; X2 +X + 4g ; deci pA (X) = (X � 1)i (X2 +X + 4)

j
;unde i; j 2 N;

i+ 2j = n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p
pA (�1) = (�1)n det (A+ In) = (�2)i � 4j = (�1)n � 2n ) det (A+ In) = 2

n . . . . .2p

Problema 3.
lim
n!1

a2n = lim
n!1

a2n+1 = +1) lim
n!1

an = +1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

lim
n!1

a2n+1
a2n�1

= lim
n!1

a2n+2
a2n

= 1 ) lim
n!1

n
p
a2n�1 = lim

n!1
n
p
a2n = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

lim
n!1

(a2n�a2n�2) = lim
n!1

(a2n+1�a2n�1) = 1
(Cesaro-Stolz)) lim

n!1
a2n�1
2n�1 = lim

n!1
a2n
2n
= 1

2
)

an
n
! 1

2
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

lim
n!1

n( n+1
p
an � 1) = +1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

lim
n!1

(2an � n) = +1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 4.

Not¼am xn =
nP
k=1

1
n+kan

şi yn =
nP
k=1

1
n+k
; n � 1:

lim
n!1

yn = ln 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

jyn � xnj =
���� nP
k=1

k(an�1)
(n+kan)(n+k)

���� � jan � 1j nP
k=1

k
n2
= n+1

2n
� jan � 1j ! 0 . . . . . . . . . . . . . .4p

lim
n!1

(yn � xn) = 0) lim
n!1

xn = ln 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
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Problema 1.
f (x) + f (� � x) = �

1+3 cos2 x

not
= �g (x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

(F (x)� F (� � x))0 = �g (x) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

O primitiv¼a a funçtiei g pe [0; �] este G (x) =

8<:
1
2
arctg

�
tg x
2

�
� �

4
; x 2

�
0; �

2

�
0; x = �

2
1
2
arctg

�
tg x
2

�
+ �

4
; x 2

�
�
2
; �
� 2p

F (x)� F (� � x) = �G (x) + �; x 2 [0; �]) � = 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
F (�)� F (0) = �G (�) = �2

4
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p

Problema 2.
(xz)n = xnzn şi (xz)n+1 = xn+1zn+1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
znx = xzn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
f este surjectiv¼a ) 8y 2 G, 9z 2 G a.î. y = f (z) = zn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
yx = xy; 8x; y 2 G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p

Problema 3.
a) F este bijectiv¼a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
b) xn ! 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
nxn ! 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
lim
n!1

n2 (xn � xn+p) = p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Problema 4.
CG (x) = fy 2 G j xy = yxg ) CG (x) � G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Z (G) = fy 2 G j xy = yx; 8x 2 Gg ) Z (G) � G . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
ordG

ordCG (x)
< 3 şi ordCG (x) j ordG) ordCG (x) = ordG . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3p

ordZ (G) > 1
3
ordG şi ordZ (G) j ordG) ordZ (G) = ordG . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
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